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RESUMEN

Se presenta la sintesis de un controlador 6pti-
mo discreto para un péndulo invertido sobre una
base mévil de dos ruedas, el controlador S6ptimo
estd fundamentado en el principio discreto del
minimo introducido por Pontryagin. Escribimos su
modelo matematico utilizando el método de Euler-
lagrange para posteriormente linealizarlo alrededor
de un punto de equilibrio, y finalmente obtener la
ley de control. Las simulaciones se obtienen con la
ayuda de Matlab y Mathematica.

Palabras clave: Péndulo invertido,modelo ma-
tematico, control 6ptimo digital, principio del mini-
mo, ecuacién algebraica de Ricatti.

1. Introduccion

Los péndulos invertidos son una familia de artefactos
que constituyen un banco de pruebas muy completo para
la ingenieria de control no lineal. El mas estudiado de los
miembros de esta familia es el denominado control inver-
tido sobre un vehiculo, al que corrientemente se denomina
como carro. Consiste en un péndulo o varilla que gira libre-
mente por uno de sus extremos mediante una articulacién
situada sobre un vehiculo o sistema mévil, que se mueve
horizontalmente bajo la accién de una fuerza F'. Esta fuer-
za es la accion de control con la que se pretende actuar
sobre la posicion de la varilla.

El modelo del péndulo invertido es un ejemplo clasico en
la literatura de control y tiene multiples aplicaciones, desde
el control de misiles hasta el andlisis de la biomecanica de
la marcha, balance y postura humana. El péndulo inverti-
do es un sistema inestable, ya que puede caer en cualquier
momento, a menos de que se aplique una fuerza de control

adecuada [1].

El interés del problema local del péndulo invertido reside
en que se trata de estabilizar una posicién inestable en lazo
abierto. En sistemas lineales, la estabilidad en lazo cerrado
de un punto inestable en lazo abierto, no ofrece particula-
res problemas, éstos aparecen cuando el sistema es no lineal.

Los modelos matemadticos no lineales exhiben con ri-
queza el comportamiento real de muchos fenémenos; sin
embargo, no siempre es sencillo encontrar las soluciones de
las ecuaciones con las que se modela y en muchos casos
hay que arrancar con aproximaciones linelas y a partir de
ahf formar ciertas generalizaciones [2].

Un sistema de control éptimo, es un sistema cuyo diseno
optimiza (minimiza o maximiza, segin sea el caso) el valor
de una funcién seleccionada como el indice de desempeqio.
Para esto se requiere una descripcién matemaética del pro-
blema, las restricciones impuestas sobre él y la funcién
objetivo a ser maximizada o minimizada. Pueden ser siste-
mas que evolucionan en el tiempo, como el cuerpo humano
o un sistema econémico. Una vez que el problema ha sido
resuelto, el control 6ptimo nos da una senda de compor-
tamiento para las variables de control; es decir, nos indica
qué acciones se deben seguir para poder llevar los estados
del sistema de un estado inicial a uno final de forma éptima
[3].

El principio del péndulo fue descubierto por el fisico y
astrénomo italiano Galileo, quien establecié que el periodo
de la oscilacién de un péndulo de una longitud dada puede
considerarse independiente de su amplitud (la amplitud es
la distancia maxima que se puede alejar el péndulo de la
posicién de equilibrio — vertical). Este descubrimiento lo
hizo observando las oscilaciones de una lampara colgante
en la Catedral de Pisa.



En 1851 el cientifico francés Leén Foucault realizé6 un
experimento en el Panteén de Paris que puso de manifiesto
la rotacién terrestre, ésto usando el principio del péndulo
normal.

Posteriormente Katuhico Furuta construyo su péndulo
conocido como en Péndulo de Furuta . Consiste en un mo-
tor de eje vertical al que es solidario un brazo de cuyo
extremo cuelga la varilla del péndulo. Es decir, el extremo
del brazo juega el mismo papel que el de un carro en otros
péndulos [3].

Existen trabajos recientes sobre el péndulo invertido,
mencionamos algunos, como por ejemplo, el desarrollado
por J. Aracil y F. Gordillo en donde revisan algunos contro-
ladores empleados convencionalmente y ademéas proponen
una solucién al problema del swing up con estabilizacién,
para lo cual se emplearon diferentes métodos control, como
el moldeo de energia y el forwarding [1].

En el trabajo presentado por Andrea Bonarini, Alessan-
dro Lazaric y Marcelo Restelli se aplica una técnica llamada
aprendizaje por refuerzo (Reinforcement Learning) y usan
controlador de tipo LQR (linear cuadratic rugulator) en
tiempo continuo, obtenido de la teoria del control éptimo
[4].

El trabajo maés reciente es el hecho por el Ing. Héctor
Sénchez, Ph.D. Inaki Aguirre y Ph.D. Anna Patete, en don-
de se construye un péndulo sobre dos ruedas, se elabora
su modelo matematico utilizando el método de Lagrange.
Aqui, la dindmica del sistema se piensa como constituida
por dos bloques en cascada, por un lado la velocidad y
aceleracion del péndulo que representan la dindmica de la
planta y por otro la velocidad y aceleraciéon de las ruedas
que representan la dindmica de control. De aqui desaco-
plan el sistema para obtener ahora un sistema de segundo
orden en vez de uno de cuarto orden, para posteriormente
discretizar y aplicar un controlador de tipo PID[5].

En este trabajo sintetizamos una ley de control 6pti-
ma discreta para el péndulo invertido fundamentado en la
aplicacion del principio del minimo. Mediante el comando
de MATLAB dirq, para el tiempo infinito obtenemos una
segunda ley de control con la finalidad de comparar nuestro
control con un control clésico.

2. Modelado del sistema fisico

Para efectos de andlisis, consideraremos que el sistema
base-péndulo es de estructura rigida, es decir, lo veremos
como un conjunto de particulas obligadas a permanecer a
distancias relativas, absolutamente fijas, hecho vélido para
situaciones précticas. Procederemos ahora a encontrar las
ecuaciones de movimiento del sistema.

La figura 1 muestra un diagrama esquemaético del siste-
ma del péndulo invertido. A continuacién se muestran los
pardametros del sistema con los valores que seran tomados
en cuenta para el control.

e mop=masa del carro (0.5 kg)

e mi=masa del péndulo (0.5 kg)

e L=longitud del péndulo (0.4 m)

e I=inercia del péndulo (0.03 kgm?)
e F=fuerza aplicada al carro

e x=posicién del carro

e (=posicién angular del péndulo.

Figura 1: Péndulo invertido.

La férmula general de Lagrange es para obtener las ecua-
ciones del movimiento del sistema

it (o5) (o) =@ @

donde L = k; — p; es un Lagrangiano, Q; es un vector de
fuerzas generalizadas (o0 momentos).

La energia cinética y potencial del sistema estian expre-
sadas de forma general para cada uno de los componentes
(carro y péndulo)

kr = ko + k1
pr = po + p1.

Por lo tanto el Lagrangiano del sistema esta dado por:

L=kr—pr= 1moab2 + 1mljsz 4+ mliLécose

2 2
1 : 1 .
+§m1L292 + 5192 — maigLcosf. (2)

Luego aplicamos la ecuacién (1) para deducir las ecuaciones
de movimiento del sistema y tenemos

(mo +m1)Z + m16Lcos® — my LO%send = u (3)
(mlL2 + 1)0 + my Licosd — migLsenf = 0.

3. Linealizacion del sistema

La linealizacién del péndulo invertido se realizard por me-
dio de la vecindad del punto de equilibrio. Primero obtene-
mos &y 0



B miL? + 1
" (m1L2 + I)(mo +my) — m3L2cos?0
(ma L? + I)(my LO?send)
(m1 L2 + I)(mo + m1) — m3L2cos?0

B (m1L)?gsenfcostd (@)
(m1L2 + I)(mo +m1) — m2L2cos26’

(mo + m1)migLsenf
(mo +m1)(m1L2 4+ I) — m2L2cos20
B maiLcosO
(mo + m1)(m1L2 + I) — (m2L2cos20
B (m1L)%6%cosOsend (5)
(mo +m1)(mi1L2 + 1) — (m2L2cos20)’

)U

Definimos las variables de estado como x1 = x, x2 = 0,
T3 =Ty T4 = 0.

Considérese el sistema & = f(z,u),z € R*,u € R"; don-
de el origen del sistema es un punto de equilibrio, esto
es: f(0,0) = 0, (que fisicamente corresponde a la posicién
del carro con desplazamiento lineal cero y la posiciéon del
péndulo con desplazamiento angular cero), y el sistema es
diferenciable al menos una vez en una regién la cual con-
tiene al punto de equilibrio, es decir D, x D, C R* x R'.
Como resultado de la linealizacién se obtendra un sistema
de la forma:

& = Ax(t) + Bu(t). (6)

Calculando las derivadas y sustituyendo los pardmetros
del tenemos los valores para A y para B

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

A= 0 -7,7447 0 0 |’ B 1,7895 (7)
0 51,6316 0 O —5,2632

Con lo que tenemos el sistema lineal de estado.

3.1. Discretizacion del sistema.

Para un periodo de muestreo T', tenemos tr = k71" el mo-
delo discreto de la ecuacién de estados en tiempo continuo
es

(kT +T)
y(kT)

¢x(kT) + Du(kT) (8)
Cz(kT) + Du(kT).

Obtenemos ¢ y I' usando el comando c2d de Matlab con
un periodo de muestreo T=0.1 y tenemos:

1,0000  —0,0404  0,1000 — 0,0013
b= 0 1,2695 00,1088 ©)
- 0 —0,8429  1,0000 — 0,0404
0 5,6191 01,2695
0,0091
—0,0275
=1 01859 (10)
—0,5728

4. Principio Discreto del Mini-
mo.

El principio del minimo introducido por Pontryagin es
un método muy potente para la solucién de una clase am-
plia de sistemas de datos continuos. En términos estrictos,
la aplicacién del principio discreto del maximo requiere la
investigacién de la condicién de convexidad del sistema. El
problema de diseno puede plantearse de la siguiente mane-
ra: encontrar el control 6ptimo u°(k) sobre [0,N] tal que el
indice de desempefio

J=G[z(N),N]+ Z_F[:c(k),u(k),k], (11)
k=0

sea minimo, sujeto a la restriccién de igualdad,
z(k+1) = flz(k), u(k),k]. (12)

El término G [z(N), (N)] que aparece en la ecuacién (12)
es el costo final de indice de desempeno, y se requiere co-
mo restriccién final sobre la condicién en el extremo sélo si
z(N) no es fijo.

4.1. Diseno de un regulador digital
optimo.

Una de las técnicas de disefio que en general ha encontra-
do aplicaciones practicas, es el disefio del regulador lineal.
El problema del regulador se define con respecto a un sis-
tema sin entradas de referencia, y donde el objetivo de
diseno es llevar los estados o las salidas hacia la vecindad
del estado de equilibrio. La condicién de no entradas no
constituye una limitacion severa para el diseno, ya que el
disefio del regulador lineal(tiempo infinito) asegura que el
sistema resultante sea estable y con ciertas caracteristicas
de amortiguamiento, de modo que el desempeno del siste-
ma sea satisfactorio en la préctica, incluso si las entradas
son distintas de cero. A continuacién se formula primero el
indice de desempeno con referencia a un proceso de datos
continuos con datos muestreados y después con respecto a
un proceso completamente digital. El problema del regula-
dor digital lineal puede plantearse de la siguiente manera.
Dado el sistema lineal

&(t) = Az(t) + Bu(t), (13)
donde z(t) es el vector de dimensién n x 1 de estados y u(t)

es el vector de dimensién p x 1 de control dado por:

u(t) =u(kT) kT <t< (k+1)T. (14)

Encontrar el control éptimo u°(kT) para k =0,1,2,...,N—
1, tal que minimice el indice de desempefio cuadratico

J o= el Selt)

+ 5 [ 1e.Qu0) + (o). Ruw)]. (15)



En la ecuacién anterior ty = NT', S'y (Q matrices simétricas
(de dimensién n x n) definidas positivas y R una matriz
simétrica (de dimensién p x p) definida positiva.

El primer paso es discretizar el sistema de la ecuacién
(14); esto se hace con la ecuacién en diferencias

z[(k+1)T] = ¢(T)x(kT) + 0(T)u(kT), (16)
donde

BN
3
I

(17)

S

=
S

=
I

AT
T
/ ¢(T — 7)Bdr.
0

Para discretizar el indice de desempeno de la expresién (16),
ésta se escribe

In = % (z(NT), Sz(NT)) +
1 N=l pnT
2 kz:% /kT [(z(t), Qz(t)) + (u(t), Ru(t))]dt.  (18)

A continuacién se escribe la ecuacién de transicién de
estados de la expresién (14) para t > kT

a(t) = ¢(t — kT)z(kT) + 0(t — kT)u(kT), (19)

en consecuencia
2'(t) = 2" (kT)¢' (t — kT) + ' (KT)0'(t — kT). (20)
Se sustituyen las ecuaciones (15), (20) y (21) en la (19) y

se tiene:

N—-1

S @/ (KT)Q(T)a(kT)

k=0

Iy = 2 o/ (NT)Sz(NT) +

N =

+22' (KT)M(T)u(kT) + o' (kT)R(T)u(kT)] (21)
donde

R (k+1)T
Q1) = / ¢t — KT)Qa(t — KT)dt  (22)

?k+1)T
M(T) = / ¢ (t — ET)QO(t — kT)dt (23)
R k:l;+1)T
R(T) = / 0'(t — kT)QO(t — kT).dt (24)
kT

Por las propiedades de Q y R, se observa que Q(T) es
simétrica y semidefinida positiva, mientras que }?(T) es
simétrica y definida positiva. Sin embargo, no es posible
afirmar nada con respecto a M (7). Ahora, el problema es
que, dado el sistema digital de la ecuacién (17), es necesa-
rio encontrar el control 6ptimo, de modo que se minimice
el indice de desempeno de la ecuacién (22).

Se puede hacer una simplificacién de la expresién (22)
por lo tanto solo se necesitan las matrices Q, y R. Se ela-
bora un programa en Matlab para obtener dichas matrices,
obteniendo los siguientes valores

1,1263 0,3125 0,0013 0,0405

0= 0,3125 0,1195 0,0000 0,0013 (25)
0,0013 0,0000 0,1000 0,0050 |’
0,0405 0,0013 0,0050 0,1003

R =0,0113. (26)

Estos valores se usaran posteriormente para el disefio del
control.

4.2. Diseno de un regulador digital li-
neal (problema del tiempo finito).

El problema de diseno del regulador digital lineal plan-
teado en la seccién anterior puede resolverse con el principio
discreto del minimo. El proceso de control digital estd des-
crito por

ok + 1) = ¢z (k) + Ou(k), (27)

con z(0) dado. El objetivo de disefio es encontrar u°(k) tal
que minimice el indice de desempeno

= b+ ¥ o)

=0

+ (k) 2Mu(k)) + (u(k), Ru(k>>}. (28)

Para ello se forma el Hamiltoniano

H(k) = Hz(k), (k+1>, ()1
= 5 (2. Qak)) + ok, Mu(i)
1
+ g (ulk), Ruk)
+ (p(k + 1), ¢ (k) + Ou(k)) (29)

Las condiciones suficientes para que Jy sea un extremo son

%Z:((:)) =p°(k) + Qz° (k) + ¢'p°(k + 1) + Mu®(k) (30)
OH°(k) o .

i) kD) =@at(k)+0u"(k) (31)

%Zoi((:)) = M'z°(k) + Ru®(k) + 0'p°(k + 1) = 0. (32)

En este caso, puesto que no se especifica 2°(N), la condi-
cién de transversalidad es

IGx(N),N] 0 1
W ~ 0xz(N) 9 (x(N), Sz(N))| (33)
= Sxz(N) =p(N).

El control éptimo se obtiene de la ecuacién (33)
u’(k) = —R7'0'p°(k + 1) + M'z°(k)]. (34)

Claramente el control depende del comportamiento de la
variables de coestado.

Despues de sustituir la expresién anterior en las ecuacio-
nes (31) y (32), las ecuaciones canénicas de estado son

2°(k+1)= (¢ —OR M)z°(k) — R 0'p°(k + 1) (35)

(¢ = ME'0')p°(k+1) = p°(k) — (Q — MR~ M")a® (k).
(36)



Estas expresiones representan 2n ecuaciones de diferen-
cias que es necesario resolver con las condiciones de frontera
z(0) y p°(N) = Sz°(N). Nétese que las ecuaciones (36) y
(37) estan acopladas en z°(k) y p°(k).

Se elaboré un programa en mathematica para resolver
las ecuaciones (36) y (37) obteniendo la grafica para cada
una de las variables de estado.

X3NIK]

0~ 20 T 2 ¥ s s 10 Y

Figura 2: Variables de estado

En la figura anterior se muestran los resultados para las
variables de estado que como se mencioné anteriormente la
convergencia al punto de equilibrio de las mismas depen-
de estrictamente del comportamiento de las variables de
coestado p(k).

5. Ecuacion de Ricatti

Proponemos que la solucién de los coestados es de la for-
ma

p(k) = K(k)z(k), (37)

donde K (k) es una matriz de dimensién n X n, con pro-
piedades ain desconocidas, excepto que en k = N. De la
ecuacién (34)

K(N)=S5. (38)

Se sustituye la ecuacién (38) en la (36), se reacomodan
términos y se tiene

°(k+1)=[T4+0ROK(k+1)]"" (¢ — R M )2°(k),

(39)
donde se supone que existe la inversa de
[I +0R™'0'K(k + 1)]. De manera similar, después de sus-
tituir la ecuacién (38) en la (37), se tiene que

(¢'—MR™'0)K (k+1)2°(k+1) = [K (k)—Q+ MR~ M'|2° (k).

(40)

Si ahora se sustituye la expresién (40) en (41), entonces
(¢ = MR'OVK(k+ 1) +0R 0Kk +1)]"
(¢ —OR "M )a°(k) = [K(k) — Q + MR "M’')z°(k). (41)

Por otra parte, para cualquier z°(k) debe satisfacerse la
siguiente ecuacién:

(¢ — MR'O)K(k+ 1) +0ROK(k+1)]"
(p—OR'M')=[K(k) —Q+ MR 'M']. (42

La expresién anterior es una ecuacién matricial de dife-
rencias no lineal en K(k), de tipo Riccati y que en gene-
ral se conoce como ecuacion discreta de Riccati. La matriz
K(k),n x n, se denomina ganancia de Riccati. La condi-
cién de frontera para la ecuacién de Riccati esta dada por
la expresién (39). En general, la ecuacién 43 contiene n?
ecuaciones escalares, con el mismo nimero de incégnitas
en los elementos de K (k); sin embargo, se puede demostrar
que K (k) es simétrica, de modo que sélo existen n(n+1)/2
incégnitas. El control éptimo se obtiene sustituyendo la
ecuacién (38) en la (35). En consecuencia

u®(k) = —[I+R'0' K (k+1)0) 'R0/ K (k+1)p+M')z° (k)
= —[R+0'K(k+1)0] ' [0'K(k+1)¢+ M'Ja’(k). (43)

La cual tiene la forma de una retroalimentacién de es-

tados. Cuando M = O,Q =Qy R = R, la ecuacién de
Riccati se convierte en

FKk+ DI +O0RTOK(Ek+1)]'0+Q=K(k). (44)
El control éptimo correspondiente estd dado por
u(k) = —[R+0'K(k+ 1)) "0 K(k+1)¢z°(k). (45)

En general, para un objetivo dado, existe una forma par-
ticular de la ecucacién de Riccati que resulta ser la mas
adecuada. Esta es:

K(k)=¢'K(k+1)¢+Q—[0'K(k+ 1)¢+ M)’

[R+0'K(k+1)0] ' [0'K(k+1)¢+M'],  (46)

que es equivalente a la ecuacién (43).

5.1. Diseno de un regulador digital li-
neal (problema del tiempo infini-
to)

Para tiempo infinito o para un nimero infinito de etapas,
N = oo, el indice de desempeno dado por la ecuacién (29)
puede escribirse como

+ (o(k), 2Mu(k)) + (u(k), Ru(k))}.  (47)

En este caso se elimina el costo terminal, ya que a medi-
da que N tiende hacia infinito, el estado final z(N) ha de
tender hacia el estado de equilibrio 0, razén por la que ya
no se necesita le restricciéon terminal. Un requerimiento im-
portante del disefio del regulador lineal de tiempo infinito



es que el sistema de lazo cerrado sea asintéticamente esta-
ble. Por tanto, la solucién del problema del regulador lineal
de tiempo finito puede obtenerse al hacer que k — —oo.
Cuando N — oo, la matriz de ganacia de Riccati K (k) se
vuelve constante; esto es
lim K(k) =K. (48)
k——o0
Si en la ecuacién (47) se reemplaza K(k + 1) y K(k) con
K, se obtiene la ecuacién de Riccati de estado estacionario
o tiempo infinito

K=¢Kp+Q— (¢/KO)(Rv+0KO) 0K+ M). (49)

Expresion conocida como ecuacion algebraica de Riccati De
la ecuacién (44), el control éptimo es

uw(k)=—(R+0'K0) " (0'Kp+ M. (50)
En este caso, la matriz de retroalimentacion
G=R+0KO "OKp+ M), (51)

es constante.

5.2. Diseno del control mediante dlqr

Para obtener el control por retroalimentacién de estados
primero se ha resuelto la ecuacién algebraica de Riccati
dada por la ecuacién (50) mediante el comando digr de
MATLAB. Luego de esto obtenemos el vector de retroali-
mentacién de estados con la ecuacién (52).

0,1658 0,2054 0,0792 0,0334
0,2054 1,1226 0,2966 0,1518

K= 0,0792 0,2966 0,1115 0,0464 (52)
0,0334 0,1518 0,0464 0,0329
G=(-11719 —19,8717 —1,9436 —3,2732 ) (53)

Entonces podemos sustituir G en la ecuacién (51) y tene-
mos el control éptimo. Como ya sabemos u°(k) = Gz°(k),
el cual sustituimos en nuestro sistema discreto obteniendo
el sistema en lazo cerrado siguiente:

2°(k + 1) = (¢ — DG)z° (k). (54)

El cual podemos resolver para los valores de k = 0,12, ..., N
Donde ahora nuestro nuevo sistema discreto es de la forma:

z°(k + 1) = ¢'z°(k), (55)

con ¢ =¢—T'G

La simulacion se lleva a cabo en Simmulink usando el
moédulo llamado Discrete space state.

Se introduce la ecuacion discreta tal como lo indica la
ecuacién (56) por tanto la matriz I' vale cero. Queremos
observar los 4 estados por tanto C es la matriz identidad

de 4x4. Por 1ltimo, el periodo de muestreo es de 0,1. Las
salidas para las variables de estado son:
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Figura 3: Variables de estado

Salidas para las variables de estado en lazo cerrado.

6. Conclusiones.

Se ha obtenido el modelo dindmico del péndulo invertido,
del cual se ha obtenido su aproximacion lineal. Mediante
la aplicacion de principio de minimo se resolvieron las 2n
ecuaciones en mathematica, pero ello implica un tiepo de
maquina costoso y por tanto la retroalimentacion es dificil
de llevar acabo. Sin embargo al hacer que K — —oo y
cuando N —> oo se obtiene un control de estado, esto
al obtener una ecuacién matricial de Ricatti y resolverla
por algun tipo de software. Dicho control se asegura que es
apropiado para el indice de desempeno seleccionado.
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