Solucion regularizada del problema inverso electroencefalografico
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Resumen

El Problema Inverso Electroencefalogréfico (PIE),
consiste en hallar las fuentes bioeléctricas concen-
tradas en el cerebro a partir de mediciones sobre
el cuero cabelludo del potencial generado por esas
fuentes (EEG). El PIE es un problema mal planteado
yva que dada una medicién sobre el cuero cabelludo,
hay diferentes fuentes bioeléctricas que la producen
y ademds porque pequenas variaciones en las medi-
ciones, pueden producir grandes variaciones en la lo-
calizacién de la fuente. Los problemas inversos mal-
condicionados o mal planteados surgen con frecuencia
en diferentes ramas de la ciencia e ingenieria, en par-
ticular en la electroencefalografia; al querer recuper-
ar la fuente activa, se presenta un mal planteamien-
to; para recuperar la fuente de manera estable us-
amos técnicas de regularizacion. La regularizacion es
una técnica matematica que proporciona estabilidad
numérica a un problema lineal mal condicionado, me-
diante la adicién de un funcional penalizador en su
formulacion. Las técnicas de regularizacién difieren
entre si segun la forma matematica que dicho fun-
cional tenga y la cantidad de informacién que requier-
an incorporar. Una caracteristica comtn de las técni-
cas de regularizacién, es que todas ellas requieren un
parametro de regularizacién, el cual controla el pe-

so dado a la minimizaciéon del término penalizador
anadido y busca equilibrar el error de minimizacion
y el error de regularizacion. Existe una variedad de
técnicas para la seleccién de este pardmetro, de las
cuales las més frecuentemente utilizadas son el prin-
cipio de discrepancia de Morosov, la Curva-L, técnica
de corte, entre otros.

1. Introduccion

Las metodologias de regularizacién descritas en-
cuentran uso en el drea de modelacién inversa de
parametros geofisicos, la recuperaciéon de perfiles
de composicién atmosférica a partir de instrumen-
tos satelitales, y el calculo de la distribuciéon de
tamano de particula, entre otras aplicaciones. Este
mal planteamiento es resuelto usando técnicas cono-
cidas como de regularizacién, estas dependen de al-
gunas condiciones, principalmente de como se mode-
la matematicamente la fuente y de las condiciones
de contorno. En este trabajo se propone el uso de
técnicas de regularizacion para resolver de manera
estable, el problema de identificacién de una fuente
bioeléctrica considerando que dicha fuente esta repre-
sentada por dipolos de corriente. Esta fuente corres-



ponde al potencial generado por grandes conglomera-
dos de neuronas trabajando simultdneamente llama-
dos generadores del EEG o fuentes bioeléctricas. En
general estas fuentes pueden estar localizadas en el
volumen o en la corteza cerebral. El problema inver-
so consiste en la identificacién de la fuente a partir
de datos medidos sobre el cuero cabelludo a través
de un electroencefalograma (EEG). Como se men-
ciono antes, este problema es mal planteado, por lo
cual es necesario proponer algunas técnicas de reg-
ularizacién, para obtener la solucién de manera es-
table.

2. Planteamiento del Problema

Se considera para la modelacién que el EEG es pro-
ducido por grandes conglomerados de neuronas que
se activan simultdneamente. A estos conglomerados
se les conoce como generadores o fuentes bioeléctri-
cas ([8, 11]).

Para el andlisis del problema consideremos que
la cabeza es un medio conductor homogéneo §2
con conductividad constante o;. Se ha demostrado
matematicamente que la reduccion a una sola region
es valida y permite simplificar el planteamiento y
analisis del problema.

Se considera que la conductividad del aire oo es
cero. Bajo estas consideraciones se sabe que existe
un potencial electrostatico v en la region 2 tal que
E = Vu ([2]), el cual satisface el siguiente problema
de contorno:

Au = f en € (1)
ou
m 0 en S,

donde g—z denota a la derivada de u con respecto a la
normal n (unitaria exterior) donde ¢ denota la carga

del dipolo y d la distancia que las separa, a S = 0}
y f _ _ divJ? ]

o1

La condicién de frontera sobre S se obtiene de la
igualdad de los flujos de la densidad de corriente. En
este trabajo se desprecian las fuentes corticales.

En nuestro caso, como la fuente corresponde a un
foco epiléptico; para recuperarla es necesario encon-
trar los, cuyos parametros que caracterizan a dicha
fuente: ¢, d; donde ¢ denota la carga del dipolo y
d la distancia que las separa. (posicién y momento
dipolar). Para dar solucién a problema,consideramos
que la fuente se ubica en un punto fijo determinado
y entonces se busca el minimo de una ecuacion, la
cual serd propuesta mas adelante. Un foco epiléptico
concentrado en el punto a puede representarse en la
forma [11]:

J? = pé(z — a), (2)

donde p representa al momento dipolar y §(x — a)
es la funcién delta de Dirac concentrada en a. La
idea bésica para hallar la solucién en este caso es la
siguiente: ya que 6(x — a) es el limite (en sentido de
distribuciones) de funciones suaves de soporte com-
pacto concentradas alrededor de a, para cada una de
dichas funciones suaves, se busca la solucién clasica
en términos de una funcién de Green; resultados, ref-
erentes a la existencia y unicidad de la solucién, fun-
cién de Green, pueden ser encontrados en [6].

Con la expresién del potencial dada a través del
siguiente problema es posible plantear el problema
de identificaciéon parametrica. Uno de los métodos
mas utilizados es el de minimos cuadrados, se basa en
la minimizacién de la norma residual entre los datos
obtenidos de forma experimental y los datos espera-
dos con base en un modelo.

2.1 Teorema. A la solucién en sentido de Dy (€2) del
PCE cuando J? = pd(x — a) viene dada por :

_Ply). VyG(y, x)]

01

u(z) = (3)

y=a

En nuestro caso, como la identificacion se realiza a
través del momento dipolar, es necesario encontrar di-
chos parametros: ¢, d, esto nos lleva al planteamiento
de un problema lineal. Para dar solucién al proble-
ma, en este trabajo se considera que la fuente se ubica
en un punto fijo determinado y entonces se busca el
minimo de la ecuacién:

J(X) =[| AX - Y ||?, (4)



donde AX representa los datos analiticos y Y los
datos experimentales.

Para dar solucién al problema inverso, en este traba-
jo se considera que la fuente se ubica en un punto fijo
determinado. Dicha solucién es una aproximacién a
la solucién exacta del problema, pero debido a que el
problema es mal planteado, esta soluciéon puede es-
tar muy alejada de la solucion real, de modo que es
necesario regularizar la solucién.

Uno de los métodos de regularizacion ampliamente
utilizado para resolver ecuaciones operacionales mal
planteadas, es el de Tijonov., el cual consiste en
aproximar una solucién X° a la solucién exacta X
para la ecuacién AX =Y, sabiendo que el lado dere-
cho puede ser una perturbacién de Y0 de Y, con un
nivel de error conocido dado por ||Y —Y?|| < 6 donde
Y denota a los datos exactos, Y los datos con error,
0 el error.

Las ideas del método de solucién de minimos cuadra-
dos son:

X* = argmin {|AX — Y|I* + aHXHQ} ,

donde @ > 0y || X||? es un funcional que “penaliza”
el defecto. Asi, tomando en cuenta que se trabaja
con datos perturbados Y?, se define al funcional de
Tijonov como
Ja(X°) = [|AX? = Y?|? + | X°|?, (5)

donde X?° denota a la solucién aproximada.

Para calcular el pardmetro o se puede establecer
a=a(d) > 0.
Ademis el valor infimo para X g, debe satisfacer que

JAXS YO =6,

2.1. Identificacion de la fuente usando

técnicas de regularizacion

Se utiliza el algoritmo propuesto en [6] para la
identificacion de fuentes bioeléctricas tipo dipolar, la
identificacion se basa en la solucién del problema dire-
to obtenida y se utilizara el método de regularizacién
de Tijonov usando como pardmetro de regularizacién
obtenido por el principio de discrepancia de Morosov

a traves del método de Newton y la curva L. El prin-
cipio de discrepancia de Morozov plantea una forma
para la eleccién del pardmetro a(9).

Una herramienta grafica para el andlisis de problema
inverso es el de la curva L, es una gréfica en la que
se muestran todos los parametros de regularizacion
validos y su efecto sobre la norma de la solucién reg-
ularizada contra la correspondiente norma residual.

En la validacién del problema de identificacion se
utilizo el sistema implementado en [6], que simula
una fuente bioeléctrica tipo dipolar inmersa en un
medio conductor. Con este sistema y la funcién de
Green construida para la solucién del problema direc-
to, para identificar a la fuente es necesario minimizar
la ecuacién [4]; ademds para mostrar el funcionamen-
to se realizaron las pruebas de validacién el algoritmo.
Para esta prueba se usaron los siguientes datos:

= Posicién de la fuente: Pp(0, 0.03, 0.01) m.

» Conductividad del medio: 2 x 10712 &L,

» Posiciéon de los electrodos: Se muestran en la
tabla 5.1.

| No de electrodo | x (m) | y (m) | z(m) |

1 0.10 0.00 | 0.015
2 0.07 0.07 | 0.015
3 0.00 0.10 | 0.015
4 -0.07 | 0.07 | 0.015
5 -0.10 | 0.00 | 0.015
6 -0.07 | 0.07 | 0.015
7 0.00 | -0.10 | 0.015
8 0.07 0.07 | 0.015

Tabla 5.1.Coordenadas de cada electrodo.

= Los potenciales medidos en los electrodos se
muestran en la tabla 5.2.



No de electrodo | Potencial experimental
1 0,035

0,048

0,074

0,050

0,043

0,049

0,040

8 0,038

Tabla 5.2.Valores de los potenciales en cada
electrodo.
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A continuacién usaremos el método de minimos
cuadrados para realizar la identificacién de la fuente,
en este caso se determina el momento dipolar que car-
acteriza a dicha fuente. Debido a que este método no
considera el hecho de la existencia de la perturbacién
en los datos, la solucién que éste proporciona, es una
solucién con un amplio rango de error. El resultado de
este método, permite observar el efecto del parametro
de regularizacion sobre la solucién del problema. La
solucién dada por el algoritmo propuesto es:

p =22.09a, +2.22a, pCm.

En nuestro caso, con base en los datos que se
tienen, se sabe que el momento dipolar que posee
la fuente es de p = 0.10a, pC m. Esto nos permite
conocer el error relativo de la solucién obtenida, con
respecto al valor real del momento dipolar, dicho er-
ror es el cociente de la diferencia entre ambos valores
y el valor real, el cual es de 219.91, que es bastante
alto. Es importante resaltar, que aunque la variacién
en los datos de entrada con respecto a los datos ex-
actos es pequena, la solucién obtenida posee un error
muy grande.

2.2. Meétodo de la curva L

Una forma de observar explicitamente, el efecto del
parametro regularizacion sobre la solucién del prob-
lema es por medio de la curva L, mediante la ob-
servacién de dicha curva es posible obtener un valor
aproximado para el pardmetro de regularizaciéon a fin
de obtener la minima norma residual.

Cunva L

el

X:0.0012
LY:2.5e-05

(€
e
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Figura 1: Parametro de regularizaciion obtenido por
la curva L.

La forma de la curva L para este problema se
muestra en la figura 1. Se observa, que el punto con
mayor curvatura, se ubica cerca del valor 0.0012; este
valor, proporciona una aproximacién al valor éptimo
para el pardmetro de regularizacién, de igual forma
este valor proporciona un estimado de la norma
residual.

El valor del pardmetro a establecido, se sustituye
en la expresién para regularizacién de Tijonov [(5)],
para obtener la solucién regularizada del problema, el
algoritmo proporciona el siguiente momento dipolar,
considerando un o = 0.0012

p=0.14a, + 0.02a, pCm.

Para esta solucién y aplicando el mismo criterio
del caso anterior, se observa que el error relativo
es 0.44, el cual se redujo en gran medida. Esto
muestra la utilidad de este método, ya que para el
valor especifico del pardmetro de regularizacién «,
se obtuvo una solucién regularizada que se acerca
a la solucién esperada. Finalmente, se realiza la
eleccién del pardmetro de regularizacién de forma
analitica, esto a través del principio de discrepancia
de Morozov descrito anteriormente. El valor éptimo
para el parametro de regularizacién se busco por
medio del método de Newton.

Al aplicar el principio de discrepancia de Morozov,
en el algoritmo de identificacién, el valor obtenido



para el pardmetro de regularizacién es de a = 0.014,
y el momento dipolar que caracteriza a la fuente, es:

p=0.11a, +0.02a, pCm.

2.3. Comparacion de resultados

Ahora se realiza una comparacién entre los resul-
tados de los métodos aqui descritos, cuyo resultado
es mostrado en la tabla 5.3. En este caso, se sabe que
el momento dipolar de la fuente es p = 0.10a,pCm,
lo que permite calcular el error relativo para cada
método.

| Método | « | Momento dip p | Error |
Minimos C. 22.09a, +2.22a, | 219.91
Curva L 0.0012 | 0.14a, +0.02a, 0.45
R. Tijonov 0.0014 | 0.11a, +0.02 a, 0.22

Tabla 5.3.Comparacién de los métodos.

Se observa, que al solucionar el problema de iden-
tificacién por el método de minimos cuadrados, el
resultado presenta un error muy grande, lo cual era
de esperarse, ya que la solucién no estd regularizada,
pero al aplicar la técnica de regularizacion, el error
se reduce de forma significativa, lo cual muestra la
influencia del pardmetro de regularizacién sobre la
solucién del problema. Con la solucién obtenida por
medio del algoritmo, se identifican los pardametros que
conforman el momento dipolar, identificando asi la
fuente. Para problemas mal planteados, la curva L
resulta en una forma de “L”, cuando es graficada en
una escala logaritmica, con una esquina distintiva que
separa la parte vertical de la horizontal de la curva.

La parte vertical de la curva, corresponde a la
norma de la solucién regularizada donde || X,| es
mas sensible a los cambio en el parametro de re-
gularizacién porque el error de perturbacién domina
X.. La parte horizontal de la curva, corresponde a la
solucién donde la norma residual ||AX, — Y| que es
mas sensible al parametro de regularizacién, porque
X, es dominada por el error de regularizacién.
Existe un pardmetro de regularizaciéon 6ptimo que

equilibra el error de perturbacién y el error de regu-
larizacién. Una caracteristica esencial de la curva L
es que este parametro de regularizacién éptimo, se
encuentra cercano al parametro que corresponde a la
esquina de la curva L. Es decir, al localizar el punto
con mayor curvatura en la curva L, se puede calcu-
lar una aproximacién al pardmetro de regularizacion
6ptimo [(5)].

3. Conclusiones

Se consideré el caso fuentes que corresponden a fo-
cos epilépticos y que se modelan por medio de dipo-
los. Se compararon los resultados experimentales con
los tedricos correspondientes al problema directo elec-
troencefalografico. Se uso un sistema fisico que rep-
resenta a la regiéon conductora y un dipolo en su in-
terior. Para identificar los parametros de la fuente
dipolar, es decir, al momento dipolar se propuso un
algoritmo estable el cual se usa la técnica de mini-
mos cuadrados no lineales y dos técnicas de regular-
izacion: Regularizaciéon de Tijonov y Curva L; para
que la identificacién sea estable.
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